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1. Méthode des déplacements

1.1. Introduction

La méthode des déplacements est basée sur leosaduitalytique obtenue pour une poutre
dont les extrémités sont soumises a des déplacemeenbtations donnéesElle constitue une
méthode systématique de résolution qui se préta Biela programmation informatique.
Malheureusement, sans outil informatique, elle cindouvent a des calculs fastidieux.
Nonobstant, elle présente un grand intérét poppiéntissage et peut constituer une introduction a
la méthode des éléments finis.

Sans rien perdre conceptuellement, nous nous fionisea des structures planes dans un
plan (X, Z). Les déplacements seront not¢sélon X, W selon Z et la rotation dans ce plan
selon Y. L'indice i désigne le nceud numéro i, Wi, 6)) sont appelés les degrés de liberté du
nceud. Il n'y a donc pas de torsion autour de l'axe Xadgénératrice dans les poutres. Nous
noterons en minuscules;(w;) les déplacements exprimés dans le repére loca) @e la poutre et
en majuscules ceux exprimés dans le repéere gl¥hal)( généralement celui de la structure. Deux
choix sont possibles pour les efforts aux extrésndés poutres, soit on considére les efforts
intérieurs (N, V, M) — ce sera le cas ici -, saitapnsidére les forces et couples appliqués.

Poutre orientée entre les nceuds i et j.

Les données du probléme sont :

! Elle est aussi appelée méthode des relaxationsopewt considérer que les poutres sont chargées pendant
que les nceuds sont bloqués en déplacements et rotatorigbloqués pour minimiser I'énergie potentiellelade
structure et ainsi satisfaire aux conditions d'équilibre

2 Dans le plan, il y a 3 degrés de liberté par nocewhsD'espace, il y a 6 degrés de liberté par nceud, 3
déplacements et trois rotations.



- les noeuds définis par leurs coordonnées spatialees @éypes de liaisons (rotule en
extrémité de poutre, encastrement sur appui...),

- les poutres chacune définie par deux nceuds etasastéristiques géomeétriques et
matériau,

- les conditions aux limites définies par les chargeposées et les déplacements
imposés.

En utilisant la solution de I'équilibre et la défare de la poutre calculée une fois pour toutes dans
ce cours, le principe de résolution est :

- on procéde a l'écriture des équations d'équilibriods les nceuds de la structure,

- on met en forme le systéme linéaire d'équationeféests donnés sont remplacés par
leur valeur (0 par exemple pour une extrémité littwa chargée) et les efforts inconnus
sont exprimeés a partir des déplacements et rogtion

- on résout le systéme linéaire d'équations,

- ontrace les diagrammes, on calcule éventuelledeshtéplacements entre des nceuds.

|

PEsssEEEEn a | e S d p——
— [ P | _ i | .
N Al L. F 4 b
== miT T Jii i 7 i_i & |
- I AN Al —a 11V ~11 I I 2aa\ T J\ |
~ 1Y H i’ Iy \ Emre~3 J
[} | 1v Nk H v

- A 1 I- =1

.......... ] resTuggesi | S-EE————

JH

Rappel des conventions de signes pour les effigseurs, traction, cisaillement et flexion.
1.2. Solution de base

1.2.1. Poutres considérées

Les poutres considérées ici ont une section cotest&run module d’Young constants entre
les noeuds. Lorsque ce n'est pas le cas et quegleidl utilisé ne prévoit pas d’autre cas il
conviendra de faire un calcul approximatif en dfg@ou la poutre en trongons qui auront des
caractéristiques constantes par trongon. On s‘asswque le nombre de trongons assure une
précision suffisante des résultats en cohérence tudes les autres approximations faites par
ailleurs.

1.2.2. Composante liée a l'effort normal

Il s'agit de calculer une fois pour toutes la olutd'un probleme de poutre chargée ou non
sans connaitre a priori les conditions aux limaes extrémités. En pratique, on se donne un
déplacement;tselon x et un effort normaljN- pour l'instant inconnus - a l'extrémité de latp®
du c6té du nceud i et on intégre les efforts edigdacements jusqu'a l'autre extrémité j. Il faut
bien sar respecter I'équilibre en tout point etdenportement du matériau. Les sections droites
restent droites puisque I'on utilise la théorie gestres. On obtient ainsi le déplacemenetu
I'effort normal N a l'autre extrémité aux constantes de dépaet i; pres, c'est a dire que l'on
obtient le déplacement relatif et I'effort normelitif.

Un chargement astucieux qui permet de couvrir angel gamme de types de chargement
consiste a ne charger uniformément qu'entre I'absai et I'abscissexxDonc :

X,
N(x) = N; — fP(s) ds et P(s) = p dilgx1, X2], P(s) = 0 si $1 [X1, X7
0
ou est orienté selon x. L'effort normal dans latpowe longueur L prend donc les valeurs
suivantes :

0sx<sxq X1 S X< X X< L

N(x) = N; N(X) = Nij — p (X—X1) N(X) = Nj = p (% — X1) = Nji
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Chargement normal entre les nceuds i et .

La poutre se déforme en allongement et/ou raccsagmient selon :
X, X,
_ N o, (NE)
““‘”*jagMﬁh‘U+ EA US
0 0

car on considére le cas otl E(s)A(s) est constdontede la poutre

0sx<sxg X1 S X< X X< L
Nii X, N; P (X2 — X1)?
_ Nip . — i, _ 221
) = u+gpx _ . (Ni=P(s) UX) =U+EAX~"2EA
ux)=u+ EA ds
P (e = X)) (X = X1)
0 EA
_ e Ni P (X=X
“UTEAXT T 2EA

On peut maintenant calculer le déplacement du rjceud

Nij P (X2 —Xx1)? P (X —X)(L —Xq) Ni P (2L = X2 = X1)(X2 = X1)
o _ Nip gy _ — Ly _
U=ul)=u+gal-"2EA EA =U+gal 2 EA

On rappelle que Nest indépendant de, w;, 6; et6; . Exprimons maintenant;Nen fonction de ju
ety:

EA P 2L — X5 — X1)(X2 — X
Nij - ('«! _ Ui)_ ' ( 2 1)( 2 1)
p 2L - — — _ 5 >
Et notons NO = ( X2 Xl)(X2 Xl) iS N) X2 X1

EA Xo? = X¢2
carNi=Nj=p Ge=x)=(U-WL - 5

Nl\
Nij
Nji
....... . R
X; v Xp L X
........... ., ~~\

% Si cela n'est pas le cas, on pourra obtenir une sippation en procédant & une sous-structuration @ancr
des nceuds intermédiaires entre i et j puis en considguarEA est constant par morceau.
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Diagramme d'effort normal pour un chargement emiret %. Trois possibilités sont représentées
chacune pour une valeur possible de N

Pour l'informatique, on peut mettre ces équatianssforme matricielle :
[NU}_[—EA/LEA/L} [ui}{NijOJ
Njil ™ [-EA/LEA/L | Ly N;°
Enfin notons que N-Nj = p (% — X1) = Nijo - Njio ce qui traduit que la différence d'effort normal

entre les extrémités est due au chargement exté@iaque celui-ci est reporté aux nceuds a l'aide
des termes N et N°.

Pour les systemes dits triangulés, i. e. constim®arres rotulées aux deux extrémités ou
assimilées comme telles, ces derniéres équatidfisesu pour résoudre le probléme.

1.2.3. Cas des poutres non chargées, bielles deatpes en treillis
Si P(s)=0, i. e. p=0, les équations précédenteggdifient et I'on obtient :

N..
U=ul)=u+gp
ce qui équivaut a :
EA
Nji = Nij = (q - Ui)T

Pour l'informatique, on peut mettre ces équati@sireintes aux poutres non chargées sous forme

matricielle :
|:Nij:|_|:—EA/LEA/L:' |:Ui:|
Njil [ -EA/LEA/L | Ly

1.2.4. Exemple pour un systeme triangulé
Considérons deux barres assemblées par des rotesituant la structure de la figure
suivante. On considérera que le produit de |'aarelep module d'élasticité, i. e. EA, est constdnt e
le méme pour les deux barres.

F.X

X

Al
| L |

Structure triangulée a deux barres.




Pour cette structure isostatique, les trois équoatidéquilibre peuvent suffire pour tout
déterminer. Rappelons que 'équilibre d’'une barmreite ou non - avec une rotule a chacune de
ses extrémités impose que la force transmise stitéaire a la direction définie par les deux
rotules. Nommons Jx et Rz les composantes de réactions d'appui s¥l@tZ au nceud 1 et de
facon analogue Jx et Fz pour le nceud 2. L'équilibre statique imposg FFx+F =0 et
Fiz+Fz=0et-FL-F,; L=0dou z=-Fethz=F et hx =0 et kx =-F. Il est aisé d'en
déduire ensuite les efforts dans les barres psiddéormations des barres.

Vérifions ceci par la méthode des déplacements.cbeslitions aux limites imposent que
seul le déplacement du nceud 3 est non nul. Lesdhimues du probléme sontxFFiz, Fox, Foz,

Uz et Ws. Ecrivons les 6 équations d'équilibre des actgurdesnceuds :
Noeud 1 : Ex+iN13:0 et Ez—ingzo
V2 V2

NCEUdZ:Ex:O et EZ—N23:O

1 1
Noeud 3: F—N31=0 et —N31+N3;=0
\2 \2

Il est commode d'utiliser les expressions suivamesr les changements de repére (ou
caractéres gras désignent des vecteurs).

es

VAR Vi
NNl ;ﬁw; )
Z ‘ )

K

Un nceud i est défini par ses coordonnégsZXdans le repére globak( Z) et par (x, z) dans le
repere local de la poutrex( 2).

=X =X + @ - 2F

X=X, Zi—4 __Z4i=4,, Xi=X
X="" X + Y, Z z= ), X+ y,

_Xi=Xi, Z-2 _Zi—Z4, X=X
X = ), X Y, Z Z= ), X+ Y, Z

Z

Il faut maintenant faire apparaitre les déplacemdmts déplacements dans le repére local de la

barre 1-3 s'expriment a l'aide de leurs correspusd#ans le repére globals xj\l—l_U3 —\/—1_W3 et
2 2

Ws = —-Ug + W, Etant donné quei=0, Wi =0, =0et W =0, il vient :

V2 A2



EA EA

Noeud 1: k¢ + (U3—W3):0 et Ez——(Ug—W3):O

2L 2L

EA

Noeud 2 : bx =0 et EZ+TW3=O

EA EA EA
NGEUd3Z|_——(U3—W3)=O et —TW3+—(U3—W3)=O

22 L 22L
Il suffit maintenant de résoudre ce systeme deuatians a 6 inconnues. On trouve finalement

FL FL
Wa=gx Us=gg (1+22), ix =—F, Riz=F, Rx = 0 et oz = F.

1.2.5. Chargement entre les noeuds selon x

L’étudiant.e se reportera au cours complet a I'ssire
http://espace2christophe.chez.com/cours_ms_rdrpagks 44 a 48.

1.2.6. Composantes liées a la flexion

L’étudiant.e se reportera au cours complet a I'sske
http://espace2christophe.chez.com/cours_ms_rdrpaugis 48 & 53.




